诗词曲赋话圆锥曲线
吴  兵
解析几何主要解决两类基本问题：一类是满足给定条件点的轨迹，通过坐标系建立它的方程；另一类是通过方程的讨论，研究方程所表示的曲线性质。圆锥曲线的学习也应注意这两个问题。诗人王国维把求学问的境界分为“独上高楼，望尽天涯路”；“衣带渐宽终不悔，为伊消得人憔悴”；“蓦然回首，那人却在灯火阑珊处”三重境界。我们不妨把圆锥曲线的学习分成三个乐章。
第一乐章 海岛冰轮初转腾
古诗词中冰轮指代月亮，通过圆锥曲线的学习能初步养成数形结合的思想，一开始掌握一些规范的问题，熟练解析几何解题的常用算法是必要的。
1.套路一：求圆锥曲线的方程问题
“两岸青山相对出，孤帆一片日边来”

旧词新解：在求圆锥曲线方程的方程中最常用的是待定系数法，诗中“两”指椭圆双曲线需要两个条件确定系数，“一”指抛物线只需要一个条件即可。
例1. 【2014高考广东理第20题】已知椭圆

[image: image301.png]


的一个焦点为，离心率为
[image: image3.wmf]5
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.（1）求椭圆
[image: image4.wmf]C

的标准方程；
【思路分析】：求椭圆方程即要求方程中的系数a，b。需要找到关于a，b的两个方程构成方程组求解即可。
【解答】：由题意知
[image: image5.wmf]22
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，解得
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，所以所求椭圆方程为
[image: image7.wmf]22
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2.套路二：求圆锥曲线的离心率问题
“何处合成愁，离人心上秋。”
旧词新解：心上秋合成“愁”字，那么离心率问题如何求？求离心率的问题，一般来说根据题设的条件，借助于a，b，c的关系，探寻a，c的二元齐次方程或不等式，进而得到e的一元方程或不等式进行求解。
例2. 【2014高考全国2第20题】设
[image: image8.wmf]1
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分别是椭圆
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的左右焦点，M是C上一点且
[image: image11.wmf]2
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与x轴垂直，直线
[image: image12.wmf]1

MF

与C的另一个交点为N.
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（1）若直线MN的斜率为
[image: image13.wmf]3
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，求C的离心率；
【思路分析】：MN的斜率为
[image: image14.wmf]3

4

,这是一个关系式，能否用a，b，c来表示这个式子？关键是MN的斜率即MF1的斜率，从而转化为a，c的方程，再进一步转化为e的方程。
【解答】：由题意知，F1，F2点的坐标分别是(c,0),(-c,0),求得M点坐标为
（c，
[image: image15.wmf]2
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），根据MN的斜率为
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得到方程：
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并整理得：
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，又椭圆
[image: image23.wmf]01
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3.套路三：解决焦点三角形的相关问题
“解落三秋叶，能开二月花。”
旧词新解：椭圆、双曲线的焦点三角形问题的求解，是圆锥曲线中经常研究的问题。“能开二月花”指解题时恰当使用第一定义和第二定义一般就可以花开自然，水到渠成，另外在三角形中常设的基本量为三角形的边长（即圆锥曲线上的点到两个焦点的距离）。
例3. 【2014大纲高考理第9题】已知双曲线C的离心率为2，焦点为
[image: image25.wmf]1
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，点A在C上，若
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【思路分析】：
[image: image29.wmf]1212
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构成焦点三角形，根据定义有
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，焦点三角形中离心率
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，可设F1A=2x，F2A=x，统一变量，再根据余弦定理可得。
【解答】：由已知设F1A=2x，F2A=x，根据
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代入得x=2a，F1A=2a，F2A=a， 
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=2c=4a，由余弦定理得：
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4.套路四：求直线与圆锥曲线位置关系问题
“由心书曲直，不使当世观。”
旧词新解：“曲与直”即直线与圆锥曲线的位置关系，和我们已经学习了的圆与直线的位置关系相仿有相交，相切和相离三种。“不使当世观”是说解决这类问题要和圆与直线位置关系区别对待。在圆与直线位置关系中我们主要借助于圆的图形性质转化为距离量来考察。在直线与圆锥曲线的位置关系中没有了这一性质，应采取更为一般的方法即联立方程组考察解的个数也就是直线与圆锥曲线交点的个数来解决，不能照搬以前的知识。
例4. 【2014高考湖北理第21题】在平面直角坐标系
[image: image36.wmf]xOy

中，点
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到点
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的距离比它到
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轴的距离多1，记点
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的轨迹为
[image: image41.wmf]C

.
（1）求轨迹为
[image: image42.wmf]C

的方程；
（2）设斜率为
[image: image43.wmf]k

的直线
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过定点
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与轨迹
[image: image47.wmf]C

恰好有一个公共点，两个公共点，三个公共点时
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的相应取值范围.
【思路分析】：易求得轨迹C的方程为
[image: image49.wmf]2
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，直线l的方程可设为
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，再分别研究与轨迹中两段曲线的交点个数。
【解答】：（1）轨迹C的方程为
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（2）在轨迹C中，记C1：
[image: image52.wmf]2
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，联立方程组： 
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①当k=0时，此时y=1，把y=1代入轨迹C解得x=
[image: image57.wmf]1
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，所以直线与轨迹C只有一个交点。
②当k≠0时，，△=
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，设l与x轴交点为（x0，0），则x0= 
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i）若
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解得： 
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，此时直线与C1没有交点，与C2有一个交点，所以与轨迹C有一个公共点。
ii）若
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解得： 
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，即 
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时直线与C1有两个交点，与C2无交点，
[image: image66.wmf]1
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时直线与C1有一个交点，与C2有一个交点，所以此时与轨迹C有两个公共点。
iii）若
[image: image67.wmf]î

í

ì

<

>

D

0

0

0

x

，解得
[image: image68.wmf]2

1

1

-

<

<

-

k

或
[image: image69.wmf]2

1

0

<

<

k

，
即当
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有一个公共点.
故当
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时直线
[image: image76.wmf]l

与轨迹
[image: image77.wmf]C

恰有三个公共点.
综上所述，当
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与轨迹
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恰有一个公共点；
          当
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时，故此时直线
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与轨迹
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恰有两个公共点；
          当
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时，故此时直线
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与轨迹
[image: image86.wmf]C

恰有三个公共点.
第二乐章 良辰美景奈何天
解析几何是用代数的方法来解决几何问题，不可避免的会碰到繁琐、冗长的运算，所谓“春色三分，二分尘土，一分流水”，解析几何解题策略中要关注到这其中“二分”的运算，运算不过关，便是“良辰美景”也枉然，最终会沦为“纸上谈兵”。那么如何进行解析几何的计算呢？
1.设而不求，搭好跳板。
“穿花蝴蝶深深见，点水蜻蜓款款飞”
旧词新解：变量的多少决定运算的难度，但有时需多设变量便于条件的表达，在计算过程中利用整体将其消去，达到计算的目的，这就好比“穿花蝴蝶，点水蜻蜓”。实际上设而不求是数学解题中的一种很有用的手段，采用设而不求的策略，往往能避免盲目推演而造成的无益的循环运算，从而达到准确、快速、简捷的解题效果。
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例1：如图，在平面直角坐标系xoy中， 椭圆C：[image: image87.wmf]22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>

的离心率为
[image: image88.wmf]2
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，以原点为圆心，椭圆C的短半轴长为半径的圆与直线x-y+2=0相切．
（1）求椭圆C的方程；
（2）已知点P(0,1),Q(0,2),设M,N是椭圆C上关于y轴对称的不同两点，直线PM与QN相交于点T。求证：点T在椭圆C上。
【思路分析】：为了表达直线PM与QN的方程必须设出M、N点的坐标，故设M，N的坐标分别为(x0，y0)，(－x0，y0)，并不是为了求出M,N点坐标，而是在后面的运算中伺机把其消去达到最终的目的。
【解答】：（1）椭圆C的方程为
[image: image89.wmf]22
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（2）证明：由题意可设M，N的坐标分别为(x0，y0)，(－x0，y0)，则
直线PM的方程为y＝
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所以点T坐标满足椭圆C的方程，即点T在椭圆C上。
2.减少参数，控制元数。
“亭台六七座，八九十枝花”
旧词新解：“六七，八九十” 虽然风景很好，但让人眼花缭乱。指的是解决解析几何问题中设的字母变量多了，表达自然方便，但求解的模型便复杂了；字母少了，表达条件时又不方便，需在解题时努力寻找未知元与已设元的关系，但一旦表示成功，计算模型就很简单。因此我们在解题时要找准切入点，平衡条件，关注设哪个量，设多少量。
例2. 【2014高考北京卷文第19题】已知椭圆C：
[image: image102.wmf]22
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（1）求椭圆C的离心率；
（2）设O为原点，若点A在直线
[image: image103.wmf]2
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，点B在椭圆C上，且
[image: image104.wmf]OAOB
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，求线段AB长度的最小值.
【思路分析】：（1）略；（2）AB的长度与A、B两点坐标有关，可设A(t，2)，B(x0，y0)，设了三个变量，变量太多了，如何减少呢？有两种考虑：一是用x0，y0来表示t值，进而再寻找x0，y0的关系；二是考虑用t来表示B点坐标，那么AB距离即为t的函数。两种思路都可以，我们要考虑哪个更简单呢？显然是前者的运算量不太大，后者思路虽然一步到位，但运算量较前者大。所以变量也不一定是越少越好。
【解答】：（1）e=
[image: image105.wmf]2
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（2）设A(t，2)，B(x0，y0)，其中x0≠0，因为OA⊥OB，所以有
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因为
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[image: image114.wmf]22
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3.观察已知，知解求解。
“闻弦歌而知雅意”
旧词新解：直线与二次曲线相交时，常联立方程组求交点，有的方程组虽然看起来比较复杂，但是它是可以解出来的，而有的方程组列出后不能或不需要求解。我们应结合图像，能够预判哪些方程组是可以解出来的，如何解。
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例3. 【2014高考江苏[image: image115.png]


第17题】如图在平面直角坐标系
[image: image116.wmf]xoy

中，
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的左右焦点，顶点
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的坐标是
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（1）若点
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的坐标为
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，求椭圆的方程；
（2）若
[image: image131.wmf]1
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，求椭圆离心率
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的值.
【思路分析】：（1）略；（2）要求离心率，就是要得到a，b，c的关系式，根据题设条件
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，必须要求得C点坐标，可以根据BF2直线方程与椭圆方程联立求得A点坐标，对称得到C点坐标，值得关注的是BF2直线方程与椭圆方程联立的方程组能解出来吗？答案是肯定的，因为我们知道它有两个解，并且其中一个解是B点为已知点，故另一个解可以求得，这一点在联立方程组后必须做出预判，才可以清晰思路和节约时间。
【解答】：（1）
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（2）直线BF2方程为
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22

1

1

xy

cb

xy

ab

ì

+=

ï

ï

í

ï

+=

ï

î

，消去y得
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，解得
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，代入方程组得A
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,所以C
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[image: image144.wmf]AB
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，
由
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得
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，即
[image: image147.wmf]4224
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，化简得
[image: image149.wmf]5
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4.合理消元，x，y消谁
“世间安得双全法，不负如来不负卿”
旧词新解：直线与二次曲线相交联立方程组时，需要消元。需观察一下消去x还是消去y，有时计算的难度不同，同时还要注意在“设法”上做准备。
例4.【2010全国卷理科12题】已知椭圆[image: image150.wmf]22
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的离心率为[image: image151.wmf]3
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，过右焦点[image: image152.wmf]F

且斜率为[image: image153.wmf](0)
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的直线与[image: image154.wmf]C

相交于[image: image155.wmf]AB
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两点．若[image: image156.wmf]3
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，则[image: image157.wmf]k
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【思路分析】：本题考查直线与圆锥曲线位置关系问题，由于是小题，可设椭圆方程为
[image: image158.wmf]2
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，联立直线与椭圆方程构成方程组，设A（x1，y1）,B（x2，y2），[image: image159.wmf]3
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这一条件转化为坐标之间的关系，显然纵坐标关系y1=-3y2更为简单，故可设直线AB方程为
[image: image160.wmf]3
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，消去x，解出m即可。
【解答】：由题意可知直线AB斜率不为0，设直线AB方程
[image: image161.wmf]3
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，不妨设椭圆方程为
[image: image162.wmf]2
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，消去x整理得：
[image: image164.wmf]22
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，又
[image: image166.wmf]11
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可知y1=-3y2，代入上式解得：m=
[image: image167.wmf]2
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，故k=
[image: image168.wmf]2
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第三乐章 歌尽桃花扇底风
不要忘记，解析几何本身是解决几何问题。在掌握了解析几何的基本套路及运算技巧后，就要关注不同的解析几何问题的不同特点，不同的转化思路。转化是数学的魅力所在，只有认识到问题的本质，才能笑傲解几，才能做到“会当凌绝顶，一览众山小”。
1.回归定义
“问渠那得清如水？为有源头活水来”
旧词新解：圆锥曲线的许多性质是由定义派生出来的。解题时，应善于运用圆锥曲线的定义，以数形结合的思想为指导，把定量的分析有机结合起来，则可使解题计算量大为简化。
[image: image298.png]A
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例1. 【2012年江苏高考第19题】如图，在平面直角坐标系xoy中，椭圆
[image: image169.wmf]22
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的左、右焦点分别为F1（-c，0），F2（c，0）。已知（1，e）和（e，
[image: image170.wmf]3
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）都在椭圆上，其中e为椭圆的离心率．

（1）求椭圆的方程；

（2）设A,B是椭圆上位于x轴上方的两点，且直线AF1与直线BF2平行，AF2与BF1交于点P，若
[image: image171.wmf]12
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，求直线AF1的斜率。
【思路分析】：（1）略；（2）本题直接求解较为复杂，注意到题目条件集中在到焦点的距离，根据对称性可知
[image: image172.wmf]2
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[image: image173.wmf]1
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,根据椭圆的第二定义作出如图图形，根据斜率的定义设∠AF1x=θ，则k=tanθ，设AF1=l1，
[image: image174.wmf]2
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，利用三角形ADF1与
[image: image175.wmf]1
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中的边角关系，结合
[image: image176.wmf]12
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，可以求出
[image: image177.wmf]cos

q

，进而求出斜率k。
【解答】：（1）椭圆的方程为
[image: image178.wmf]2
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。（解略）
（2）由题意得
[image: image179.wmf]2

BF

=
[image: image180.wmf]1
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,过A, 
[image: image181.wmf]B
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作准线的垂线，过F1作垂直于x轴的垂线得到如图图形，设AF1=l1，由定义可知AD=
[image: image182.wmf]2
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。同理设BF2= l2，知
[image: image183.wmf]2
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，设∠AF1x=θ，在三角形ADF1中，有cosθ=
[image: image184.wmf]1
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，解得
[image: image185.wmf]1
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，同理
[image: image186.wmf]2
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，根据
[image: image187.wmf]12
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，解得
[image: image188.wmf]6
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，所以k=
[image: image189.wmf]2
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2.回归图形
“明月松间照，清泉石上流”
旧词新解：苏轼评价王维：“味摩诘之诗，诗中有画；观摩诘之画，画中有诗。”。解析几何讲究数形结合，它有两方面含义：由数想形；由形想数。在解一些解析几何问题时，由于平时偏重于相关量的数量关系研究，习惯于代数的推理过程，而忽视了有关形的知识的应用，摒弃了最基本最直接的解题思路，导致计算量很大，不易得到正确的运算结果。事实上，若能充分把握解析几何中形的特征，注意挖掘隐蔽条件，灵活运用平面几何知识，对于拓宽解题思路，减少运算量，将会起到非常重要的作用。
[image: image299.png]


例2.【2011年江苏高考18题】如图，在平面直角坐标系
[image: image190.wmf]xOy

中，M、N分别是椭圆
[image: image191.wmf]1
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的顶点，过坐标原点的直线交椭圆于P、A两点，其中P在第一象限，过P作x轴的垂线，垂足为C，连接AC，并延长交椭圆于点B，设直线PA的斜率为k

（1）当直线PA平分线段MN时，求k的值；

（2）当k=2时，求点P到直线AB的距离d；

（3）对任意k>0，求证：PA⊥PB

【思路分析】：（1）观察到Rt△OMN斜边上中线是斜边的一半这一图形，可知
[image: image192.wmf]PAMN
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可以不求中点坐标。（2）k=2, 可以设P（t，2t），代入椭圆方程可以求出P,C点坐标，根据平行线分线段定理可知P到AB的距离是O到AB距离的2倍，而O到AB的距离OH放在Rt△OTC中，观察PC=2OC=2OT，得OC=OT，Rt△OTC为等腰直角三角形，OH=
[image: image193.wmf]2
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可得结果。（3）略。
【解答】：   （1）M(-2,0),N(0,
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 ,所以
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（2）设P（t，2t），代入椭圆方程得
[image: image197.wmf]24
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，则
[image: image198.wmf]2
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， PC∥OT，所以PC=2OT，又PC=2OC所以OC=OT，在Rt△OTC中求得斜边上的高为OH=
[image: image199.wmf]2
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，故点P到直线AB的距离
[image: image200.wmf]22
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（3）设
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[image: image202.wmf]Q

A、C、B三点共线，
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又因为点A、B在椭圆上,


[image: image204.wmf]2222
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,两式相减得：
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[image: image207.wmf],
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3.回归结果
“落红不是无情物，化作春泥更护花。”
旧词新解：花开之后便是花落，花落以后化作春泥是为了下一次更美的花开。“先猜后证”是数学的一种思考方法。圆锥曲线中有一类问题是定值、定点问题，一般是指在诸如动直线、动点、动圆、动值等动态事物中寻求某一个不变量的一定值。这类问题要抓住特殊与一般的关系，有时需要先尝试根据特殊位置探究出定值，然后再根据自己的探究给出解答。
例3.【2010年江苏高考18题】在平面直角坐标系[image: image208.wmf]xoy

中，如图，已知椭圆[image: image209.wmf]1

5

9

2

2

=

+

y

x

的左、右顶点为A、B，右焦点为F。设过点T（[image: image210.wmf]m
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）的直线TA、TB与椭圆分别交于点M[image: image211.wmf])
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、[image: image212.wmf])
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，其中m>0,[image: image213.wmf]0
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（1）设动点P满足[image: image214.wmf]4
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,求点P的轨迹；
[image: image300.png]M



（2）设[image: image215.wmf]3
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，求点T的坐标；
（3）设[image: image216.wmf]9
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t

,求证：直线MN必过x轴上的一定点（其坐标与m无关）。
【思路分析】：（1）略（2）略（3）直线MN恒过定点，常规想法是需写出MN直线方程，先求出M、N点坐标后，直接写出MN方程过于繁琐且未必能看出恒过定点，可利用特殊位置猜想恒过的定点为D（1，0），从而只要证明
[image: image217.wmf]MDND
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，计算量大为简化。
【解答】：（1）点P的轨迹为直线[image: image218.wmf]9
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。（解略）
（2）T的坐标为[image: image219.wmf]10
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。(解略)
（3）点T的坐标为[image: image220.wmf](9,)
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直线MTA方程为：[image: image221.wmf]03

093

yx

m

-+

=

-+

，即[image: image222.wmf](3)

12

m

yx

=+

，
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分别与椭圆[image: image225.wmf]1
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联立方程组，同时考虑到[image: image226.wmf]12
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，
解得：[image: image227.wmf]2
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若[image: image229.wmf]12
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，则由[image: image230.wmf]22
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，得[image: image232.wmf]210

m

=

，
此时直线MN的方程为[image: image233.wmf]1
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，过点D（1，0）。
若[image: image234.wmf]12
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，则[image: image235.wmf]210
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，直线MD的斜率[image: image236.wmf]2
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直线ND的斜率[image: image237.wmf]2
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，得[image: image238.wmf]MDND
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，所以直线MN过D点。
因此，直线MN必过[image: image239.wmf]x

轴上的点（1，0）。
4.回归联系
“天接云涛连晓雾，星河欲转千帆舞”
旧词新解：数学知识是紧密联系的，审题时读懂问题所包含的其他知识的信息，建立条件之间的联系。恰当的运用相关的知识，才能够做到千帆共舞，一路凯歌。
例4.【2014高考浙江文第22题】已知
[image: image240.wmf]ABP
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的三个顶点在抛物线
[image: image241.wmf]C

：
[image: image242.wmf]2
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上，
[image: image243.wmf]F

为抛物线
[image: image244.wmf]C

的焦点，点
[image: image245.wmf]M

为
[image: image246.wmf]AB

的中点，
[image: image247.wmf]3
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；
（1）若
[image: image248.wmf]||3
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，求点
[image: image249.wmf]M

的坐标；
（2）求
[image: image250.wmf]ABP
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面积的最大值.
【思路分析】：（1）条件中有
[image: image251.wmf]3
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，在向量中转化为P,M,F三点坐标的关系，其中F点已知，P点根据
[image: image252.wmf]||3
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用定义可以求出，进而根据上面式子列出方程求出M点坐标。（2）根据
[image: image253.wmf]4
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，AB为底边，同时AB也是弦长，设直线方程为
[image: image254.wmf]ykxm
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，用弦长公式写出AB， 
[image: image255.wmf]3
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条件可用来表示m，k的关系。再求F到AB的距离。将
[image: image256.wmf]ABF
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表示成m的函数，表示成功后转化为三次函数求导研究最值问题。
【解答】：（1）由题意，焦点F（1，0），准线方程y=-1，设P（x0,y0），由抛物线定义知，|PF|=y0+1，得到y0=2代入抛物线方程求得
[image: image257.wmf]0
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[image: image259.wmf]22
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（2）设直线AB的方程为
[image: image264.wmf]ykxm
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，A（x1，y1），B（x2,y2），P（x0,y0）.
由
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[image: image277.wmf]14

33

m

-<£

，
又AB=
[image: image278.wmf]22
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所以
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记
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，解得
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经研究在（
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所以当
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面积的最大值是
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尾声：“似曾相识燕归来”
说是歌尽，其实是歌不尽。总的来说，解析几何是用代数的方法研究几何图形，把解决几何问题化归为数与式的演算，在化归的过程中首先要体会数形结合的转化套路，其次在复杂的运算之中找到一条优美而简洁的路线；最后关注知识的整合应用。正如泰戈尔诗中所云“天空没有留下鸟的痕迹，但我已飞过”。你所走过的路，解过的题在头脑中都会留下痕迹，去做，你就会有收获。
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